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lichkeitsabnahme ist bei symmetrisch vorgespannter
Korngrenze groBer als bei einseitigem Anlegen einer
Vorspannung. Auch Messungen der transversalen
magnetischen Widerstandsinderung fithren zu dem
Schlu, daB mit zunehmender Spannungsdifferenz
zwischen Korngrenze und Kristall die Beweglichkeit
reduziert wird. Die MeBresultate lassen sich zwang-
los deuten, wenn man annimmt, dafl die mittlere
freie Wegldnge der Defektelektronen vorwiegend
durch unelastische ZusammenstoBe mit der Korn-
grenze bestimmt wird; durch Anlegen einer Vor-
spannung wird die mittlere freie Weglange redu-
ziert. Die experimentellen Ergebnisse lassen sich be-
friedigend mit Hilfe einer vereinfachten Theorie be-
schreiben, die die Anwendbarkeit der BoLTzmANN-
Statistik voraussetzt. Es war moglich, eine mittlere
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Dichte p der freien Defektelekironen an der Korn-
grenze abzuschitzen. Der mittlere Wert von p liegt
niedriger als ein aus Havi-Effekt-Daten bestimmter.
Es erscheint nicht ausgeschlossen, dafl der Unter-
schied wenigstens zum Teil dadurch bedingt wird,
dal} der Zusammenhang zwischen reduziertem HaLr-
Koeffizienten und Flachendichte der Ladungstrager
komplizierter ist als angenommen wurde.

Ein Teil der hier mitgeteilten Untersuchungen wurde
an der University Illinois, Urbana, USA, ausgefiihrt.
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Es wird ein Formalismus entwickelt, mit dem man den Einflul der Wechselwirkung der Gitter-
schwingungen untereinander auf die Gitterwédrmeleitfdhigkeit zahlenmidBig behandeln kann. In der
niedrigsten Ordnung in der Anharmonizitdt und der Storungsrechnung werden bei einem Streu-
prozeB zwei Phononen vernichtet und ein drittes erzeugt oder umgekehrt. Aus den Erhaltungssitzen
fiir Energie und Impuls folgt, da8 man zwei Arten von solchen Dreiphononenprozessen unterscheiden
kann. Prozesse, bei denen die Energie aller beteiligten Phononen miteinander vergleichbar ist, und
solche, bei denen die Energie zweier Phononen wesentlich groBer als die des dritten Phonons ist. Es
wird gezeigt, daB durch die zuletzt genannten Prozesse bei langen Wellen keine Divergenzen bei der
Losung der Borrzmany-Gleichung mehr auftreten konnen. Zur Losung des Transportproblems wird
ein Variationsverfahren beniitzt. Die dabei fiir Dreiphononenprozesse charakteristischen Grolen wer-
den berechnet. Dieses Verfahren gestattet in einfacher Weise das Zusammenwirken der Streuung der
Gitterwellen aneinander und an statischen Gitterfehlern zu behandeln, das fiir die Einstellung des
thermischen Gleichgewichts wichtig ist. Als Beispiel hierfiir wird der Fall gerader Stufenversetzun-
gen untersucht. Alle numerischen Rechnungen werden fiir Kupfer durchgefiihrt.

Gitterfehlern, bei der zwischen zwei verschiedenen
Gitterschwingungen gleicher Frequenz ein Phonon
ausgetauscht wird und 2. Drei-Phononen-Prozesse,

1. Einleitung

Seit den Uberlegungen von PEeieris ist das Zu-

standekommen der endlichen Gitterwéarmeleitfahig-
keit in einem Festkorper prinzipiell verstanden. Ne-
ben der Wechselwirkung der Gitterschwingungen mit
den Leitungselektronen in Metallen fiihrt vor allem
ihre Wechselwirkung untereinander, die durch die
Anharmonizitaten des Gitterpotentials bedingt ist, zu
einem nichtverschwindenden Warmewiderstand. In
der niedersten Ordnung der Anharmonizitat kénnen
zwei Streumechanismen unterschieden werden: 1.
Die Streuung der Gitterschwingungen an statischen

bei denen zwei Gitterschwingungen jeweils ein Pho-
non an eine dritte Gitterschwingung abgeben oder
bei denen der umgekehrte Vorgang ablauft. Bei
einem solchen Prozel miissen die Erhaltungssitze
fiir den Quasiimpuls und die Energie

f+V=1"+Q0, (1.1)

«i +op =i _ (1.2)

erfiillt sein. Hierbei bezeichnet w} die Frequenz einer
Gitterwelle mit Ausbreitungsvektor f, j ihre Polari-
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sation und & einen reziproken Gittervektor. Nach
Prieris ! ist es iiblich, Dreiphononenprozesse mit
KD = 0 als Normalprozesse und Prozesse mit
K@ =0 als Umklappprozesse zu bezeichnen. Da bei
einem Normalprozell der Gesamtimpuls des Systems
erhalten bleibt, tragt er nicht unmittelbar zur Ein-
stellung eines neuen stationdren Zustands bei, wenn
ein auBerer Temperaturgradient vorhanden ist. Ein
nichtverschwindender Wirmewiderstand wird in
einem unendlich ausgedehnten Kristall ohne Gitter-
fehler allein durch die Umklappprozesse bedingt.
Man tiberzeugt sich an Hand von Gl. (1.1), dal} bei
einem Umklappprozel alle drei Ausbreitungsvekto-
ren groflenordnungsméllig mit einem reziproken
Gittervektor vergleichbar sein miissen und daf} des-
halb die zugehorigen Frequenzen von der Groflen-
ordnung der DEByEschen Grenzfrequenz sein wer-
den. Dies fiihrt dazu, daf} bei tiefen Temperaturen
der Warmewiderstand exponentiell abfallt.

In diesem Temperaturgebiet wird der thermische
Widerstand im wesentlichen durch die Streuung der
Gitterschwingungen an den Fehlstellen und an den
Begrenzungen des Kristalls bestimmt. Fiir diese
Streuprozesse ist charakteristisch, dal durch sie der
Gesamtquasiimpuls des Systems verdndert wird, so
dafl sich unter dem Einflul eines Temperaturgra-
dienten ein neuer stationdrer Zustand einstellen
kann. Hieran sind aber auch Normalprozesse betei-
ligt, die somit mittelbar beitragen, den thermischen
Widerstand zu erhohen. In der vorliegenden Mittei-
lung wollen wir uns mit der Frage beschiftigen, wie
man den zuletzt erwdhnten Effekt besser als bis-
her % 3 beriicksichtigen kann.

Durch die Erhaltungssitze (1) wird die Vielfalt
der Drei-Phononen-Prozesse erheblich eingeschrinkt
— ein Problem, das von Herpix # ausfiihrlich unter-
sucht worden ist. Nach ihm sollen in einem atomisti-
schen Medium, bei dem die Dispersionskurve o ()
in bezug auf die f-Achse konkav ist, nur Streupro-
zesse der Art

L+T=ZL,
T+T=<L

1 R. Pererts, Ann. Phys. Leipzig 3, 1055 [1929]. — Vgl
auch die zusammenfassenden Artikel: R. E. PeierLs, Quan-
tum Theory of Solids, Clarendon Press, Oxford 1955. —
P. G. Kremexs, in Solid State Physics, Vol. 7, Academic
Press, 1955, New York 1958. — J. M. Zivax, Electrons
and Phonons, Clarendon Press, Oxford 1960. — P. Car-
rutHERS, Rev. Mod. Phys. 33, 92 [1961].

2 J. Carraway, Phys. Rev. 113, 1046 [1959]. — J. CaLLaway
u. H. C. Baever, Phys. Rev. 120, 1149 [1960].
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moglich sein, wihrend Uberginge zwischen Wellen
gleicher Polarisation ausgeschlossen sind. Die Uber-
legungen von HerpIN beruhen auf der Annahme,
daf} die Dispersionskurve eine Kurve im mathemati-
schen Sinne ist, also eine infinitesimale Linienbreite
besitzt. Dies ist jedoch in Wirklichkeit nicht der Fall,
weil durch die Wechselwirkung der Gitterschwingun-
gen untereinander ihre Lebensdauer begrenzt und
damit wegen der HersEnBErGschen Unschirferelation
die Frequenzkurve verbreitert wird. Diese StoBver-
breiterung wirkt der Krimmung der Dispersions-
kurve vor allem im Gebiet langer Wellen entgegen
und es werden dadurch auch Ubergiinge der Art

L+L<L
T+T<T

fir ow<w,

moglich, wobei der Wert von w, sowohl von der
Dispersion als auch von der Lebensdauer der an-
geregten Gitterschwingungen abhingig wird ®. Bei
der Untersuchung des thermischen Widerstandes im
Temperaturgebiet K T <k o, kann also von der Dis-
persion abgesehen werden und es ist, da k w, <K 6
(© Desye-Temperatur) ist, sicherlich erlaubt, die
Dreiphononenprozesse kontinuumstheoretisch zu be-
handeln. Wenn wir uns zudem auf ein isotropes
Kontinuum beschranken, lassen sich sehr leicht Fol-
gerungen aus den Erhaltungssdtzen (1) ziehen, wor-
auf wir im Abschnitt 2 weiter eingehen werden. Wir
werden sehen, daf} die Streuprozesse, durch die eine
langwellige Gitterschwingung mit h w}<KT mit
den ibrigen Schwingungen wechselwirken kann, in
zwei Gruppen eingeteilt werden konnen, je nachdem
die Frequenz  w} des Reaktionspartners beschriinkt
oder nicht beschrankt ist. Der wesentliche Unter-
schied wird offenbar, wenn man die fiir einen Streu-
prozeB charakteristische Relaxationszeit ermittelt.
Wie schon in einer fritheren Arbeit ® erwiahnt wurde,
ergibt sich bei einem energetisch beschrankten Pro-
zef} die Relaxationszeit proportional zu w 4T71,
wihrend sie bei einem energetisch nichtbeschriankten
Prozel} proportional zu w ™! T~* wird und somit die
Groflenordnung der effektiven Relaxationszeit be-

3 P. CArruTHERS, L. c. 1.

4 A. Herein, Ann. Phys. Paris 7, 91 [1952].

5 H. Bross, Phys. Status Solidi 2, 481 [1962], im folgenden
als I zitiert.

® Unter Relaxationszeit wollen wir jene Zeit verstehen, in
der sich eine iiber das thermische Gleichgewicht angeregte
Welle wieder an den Gleichgewichtswert anpaft.
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stimmt. Energetisch unbeschrénkte Prozesse sind bei
transversalen Gitterschwingungen schon lange be-
kannt 7. Bei longitudinalen Gitterschwingungen sind
sie jedoch erst durch die vorher besprochene Stof3-
verbreiterung der Dispersionskurve moglich, die
Prozesse der Art L + L =L gestattet > 8.

Energetisch nicht beschrankte Prozesse spielen
auch bei der Losung der Borrzmannschen Transport-
gleichung eine wichtige Rolle. Durch sie wird die
stationdre Verteilung bestimmt, die sich unter dem
Einflul eines dufleren Temperaturgradienten und
der Streuprozesse der Gitterschwingungen einstellen
wird. Wie die Uberlegungen von Pomerancuuk ®
und Herpix 4 zeigen, welche bei longitudinalen Git-
terschwingungen nur energetisch beschrankte Pro-
zesse zulassen, liefert die Borrzmannsche Transport-
gleichung fur diese Polarisation einen Ausdruck fiir
die gestorte Verteilungsfunktion, der proportional
zu o~ 3 ist, so daf} die langwelligen longitudinalen
Gitterschwingungen einen divergenten Beitrag zur
Warmeleitfahigkeit ergeben. Aus diesem Ergebnis
folgert Pomerancuuk, dafl auch die Glieder hoherer
Ordnung in der Anharmonizitit an der Einstellung
des thermischen Gleichgewichts beteiligt sind. Durch
die StoBprozesse L+ L <L wird eine véllig andere
Lage geschaffen. Bei sehr langen Wellen bestimmen
nur noch die energetisch nichtbeschrinkten Prozesse
die Streuung der langwelligen longitudinalen Schwin-
gungen, was zur Folge hat, dal deren Verteilungs-
funktion fiir @ — 0 einem konstanten Wert zustrebt
und dal} weiter bei der Berechnung der Warmeleit-
fahigkeit keine Divergenzen auftreten. Dieses Ergeb-
nis ist vor allem auch fiir das Zusammenspiel von
Normalprozessen und der Streuung der Gitterschwin-
gungen an Punktfehlern wichtig, das bisher nur sehr
unbefriedigend behandelt werden konnte > 0. Auch
hier sind bei langen Wellen sowohl bei den longi-
tudinalen als auch bei den transversalen Schwingun-
gen allein die energetisch nicht beschriankten Pro-
zesse bestimmend, so daf} bei der Berechnung der
Warmeleitfahigkeit keine divergierenden Ergebnisse
auftreten konnen.

Zur Losung des vorliegenden Problems beniitzen
wir ein Verfahren, das frither ausfiihrlich beschrie-
ben worden ist. Es beruht im wesentlichen darauf,

7 L. Laxpav u. G. Rumer, Physik. Z. Sowjetunion 11, 18
[1937].

8 Man beachte, dal3 die mit 7 ~ w—*T—! verbundene StoB-
verbreiterung den Effekt der Dispersion nicht kompensie-
ren kann.
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daB die anharmonische Wechselwirkung der Gitter-
schwingungen mittels der nichtlinearen Elastizitats-
theorie fiir ein isotropes Kontinuum beschrieben
wird, was sicherlich im Gebiet tiefer Temperaturen
erlaubt ist. Hierdurch wird es moglich, die Warme-
leitfahigkeit zahlenméfig auszurechnen, ohne daf
unbekannte Parameter angepafit werden, weil fiir
eine Reihe von Festkorpern die Konstanten der nicht-
linearen Elastizititstheorie experimentell bekannt
sind. Zur Losung der BoLtzmannschen Transportglei-
chung wird ein Variationsverfahren beniitzt, bei dem
die Kunst in der Auswahl der Vergleichsfunktionen
liegt, durch die die gestérte Verteilungsfunktion an-
genihert wird. Da, wie wir vorher gesehen haben,
in einem Festkorper immer energetisch nichtbe-
schrinkte Normalprozesse vorhanden sind, sind nur
solche Vergleichsfunktionen zugelassen, welche bei
w— 0 nicht singulir werden — eine Forderung,
die des 6fteren nicht beachtet worden ist. Als Vorteil
des Variationsverfahrens ist noch zu erwéahnen, daB,
wenn mehrere voneinander unabhingige Streupro-
zesse an der Einstellung des stationdren Zustands

beteiligt sind, die in I definierten Matrixelemente

j i,
e

'
addiert werden miissen, wenn man den Gesamt-
widerstand erhalten will. Als Beispiel fiir das Zu-
sammenspiel mehrerer Streumechanismen wird im
Abschnitt 5 der thermische Widerstand eines Kiri-

stalls berechnet werden, in dem Versetzungen ent-
halten sind.

fiir die einzelnen Streumechanismen einfach

2. Folgerungen aus den Erhaltungssitzen der
Wellenvektoren und der Energie

Wie wir im vorhergehenden Abschnitt erwahnt
haben, wollen wir alle unsere Uberlegungen fiir ein
elastisches isotropes Kontinuum durchfiihren. In
ihm konnen sich die Gitterschwingungen entweder
als longitudinale Wellen mit der Phasengeschwin-
digkeit c* oder als transversale Wellen mit der Pha-
sengeschwindigkeit ¢ ausbreiten, wobei das Ver-
hiltnis f=cT/c* immer kleiner als 1 ist.

In der zweiten Spalte von Tab. 1 sind die verschie-
denen — denkbaren — Polarisationszustinde der

9 I. Pomeraxcuuk, J. Phys. USSR 4, 259 [1941]; 6, 237
[1942] und Phys. Rev. 60, 820 [1941].

10 R. Bermay, P. T. Nerreey, F. W. Suearp, A. N. SpENCER,
R. W. H. Stevexsox u. J. M. Zmvax, Proc. Roy. Soc. Lon-
don 253, 403 [1959].
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Fall i i i cos 6 (u) w=kk v =k/k’
I L L L : cosé;l B - 0<u< 0<v<l1
am |viT]| 'm;ﬁbglieif - .
111 LTL | cos(a_=ﬂ—%(iﬂ—'%;4 0<u<2/(1—p) 0<v<(1—B)Q1+p
VI L 'i‘ T a unmaoglich -
% T L L  cos@=8—3(1—p)u Fl—f<u< -  Gces 57(71;7,3)77*
VI | TTL icos@=ﬁz—;—(l—ﬂ2)l;;lg i;—g<u<%§ 2—‘35<y<1;ﬂ§
VI | T L T . " ummoghich 7 7
VII | T T T cos® =1 O0<u< oo 0<v<l

Tab. 1. Zur Diskussion der Drei-Phononen-Wechselwirkung.

Gitterschwingungen angegeben, die an einem Drei-
Phononen-Prozel} beteiligt sein konnen. Wegen der
Erhaltungssitze fiir die Wellenvektoren und Energie
sind jedoch nicht alle Kombinationen méglich und
aullerdem wird durch sie der Variabilitatsbereich der
verschiedenen Ausbreitungsvektoren eingeschrankt.
Dies 14t sich auf folgende Weise einsehen: In der
Bovrrzmannschen Transportgleichung, welche die ge-
storte Verteilungsfunktion fiir den Modus (j, f) be-
stimmt, ist iiber die beiden Ausbreitungsvektoren f’
und f” zu integrieren. Als erstes wird die Integra-
tion iiber f” ausgefiihrt, was wegen der J-Funktion
trivial ist. Die verbleibende f’-Integration enthalt
dann nur noch den Erhaltungssatz fiir die Energie,
den wir in der Form

A+ K =c"(BB+E2+2kE cos @) (2.1)

schreiben konnen, wenn wir den von den beiden
Vektoren f und {’ eingeschlossenen Winkel mit ©
bezeichnen. Dieser 1dt sich auf folgende Weise
durch das Verhiltnis u=k'/k ausdriicken:

3 7 \2

cos O = 21u[(ccj” u+ Cc]f) —1-u? } (2.2)
Bei den Prozessen II, IV und VII ist die rechte Seite
von (2.2) fir jeden Wert von u == 0 entweder gro-
Ber als (+1) oder kleiner als (—1). Durch die
Forderung |cos @ | < 1 wird bei den Prozessen III,
V und VI der Wertevorrat von u eingeschrankt, was
in Spalte 4 von Tab. 1 angegeben ist. Aus ihr ist
weiter fiir die verschiedenen Arten von Drei-Phono-
nen-Prozessen die Funktion cos © = cos @(u) (Spalte

3) und der Wertebereich von v =k/k” (Spalte 5) zu

entnehmen, wobei letzterer durch

v=(1+u2+2ucos @) " (2.3)

bestimmt ist. Fiir das Verhalten der Vergleichsfunk-
tionen fiir die langwelligen Gitterschwingungen, das
wir im néchsten Abschnitt untersuchen, ist wichtig,
daB bei den Prozessen I, V und VIII k" beliebig

gro} werden kann.

3. Die Frequenzabhingigkeit der gestorten
Verteilungsfunktion im Grenzfall langwelliger
Gitterschwingungen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage
beschiftigen, welche Voraussagen wir iiber die Fre-
quenzabhangigkeit der gestorten Verteilungsfunktion

. | o i
Nt =Nyt + kTNof(No% +1) ¥y (3.1a)
< i i
smit Nji= [exp (%‘;’) -1 (3.1b)

(Prancksche Verteilungsfunktion)

im Grenzfall langwelliger Gitterschwingungen ma-
chen konnen, wenn Dreiphononenprozesse an der
Streuung der Gitterschwingungen beteiligt sind. Da-
zu gehen wir aus von der Borrzmannschen Transport-
gleichung in der linearisierten Form

1

R Wi Nob (Noh +1) T

c{-grad, T =Li {¥}},
(3.2a)
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wobei der lineare Integraloperator £i durch schreiben. Die nur von der Richtung der Aus-
_KT LJ{![/J} S‘ { Q e (W] — -~ breitungsvektoren ° und f* abhiéingende Funktion
, ) ) G{®) (10, 1) ist fiir die einzelnen Gitterfehler ebenso

_2‘0 jf (lpi - Té - 'lll%’)} wie der Exponent p verschieden. Zum Beispiel ist

+ >— Q- (P8 - ¥p) (3.2b)  p =0 fiir punktférmige Gitterfehler und p = — 3 fiir

Versetzungen. Um die Frequenzabhingigkeit der

definiert ist. Fir d1e folgenden Uberlegungen ist ; ;
B BHEERE °5 Funktion vy} fir w{— 0 zu bestimmen, geniigt es.

nur wichtig, daf die fiir die Dreiphononenprozesse

charakteristische GroBe Q4. in der Form in (3.2b) jene Glieder naher zu untersuchen, bei
Qi denen iiber die unbekannte Funktion nicht integriert
[No(a);.) 2 1] No(w;) No (a);') S(—F+F+1) wird, so daf} nur Integrale der Form
b(—of +of + o) ofofol Fiyp (19,1, 1) LYy (f) = [Q i deydeyr,  (3.3a)
(3.2¢) L2, (¢ Q¥ Iy dry d 3.4
mit einer nur von den Ausbreitungsrichtungen 0, £’ (B = [Q Ty dry”, (3.4a)

und f*” abhingigen Funktion F”',-'_'.'(f“, i o LY ()= [Q_idu (3.5a)
dargestellt werden kann. Durch 2 _%{ wird die
Streuung der Gitterschwingungen an den statischen auszuwerten sind!!. Beginnen wir am besten mit
Gitterfehlern beschrieben. Sie 1dBt sich in der Form  der Auswertung des Integrals L. Unter Beriick-
Q_iF = [Ny(w}) +1] No(0}) 6 (w0} —w?) sichtigung von (1.1) laBt sich die Integration iiber
cwjwl (w})? G(j?) (0, f0) (3.2d) f” sofort ausfiihren, wodurch

Ly (F) = fNo(w;) No(wp) [Ny(wt +of) +1] ojot (0f +of)
Fiyy (80,8, +1)%) (0} + of —ofiy) duy (3.4b)
entsteht. Zur Durchfiihrung der Integration iiber " filhren wir sphirische Polarkoordinaten k', @, & ein,

wobei der Winkel zwischen f und " mit © bezeichnet wird. Wegen der -Funktion 1Bt sich die Integration
iiber © sofort bewerkstelligen Es wird dann

L (F) = ’(7-' .,,) No(@}) [ No(@) [Ny(0f + ") +1] 2 (w} +w)2fF,,, (D, cos ©) dP dw(
3.4¢)
i i j \2 7\ 2 N2
wobei im letzten Integral der Wert von cos B = % 70 = {(wﬂ_wl) — (ﬁ) — (ﬂ) (3.6)
2 wf wi cl c! cl

einzusetzen ist. Bei der weiteren Auswertung des obigen Ausdrucks miissen wir nun zwischen energetisch
beschrankten und unbeschrinkten Prozessen unterscheiden. Wie wir in Abschnitt 2 gesehen haben, hat bei
energetisch beschriinkten Prozessen das Verhiltnis k'/k und damit auch w//w/ eine obere Grenze. Fiihren
wir statt @ die neue Integrationsvariable z=w!|w! ein, so wird
(o

L% (f) = /(-5‘5 ))2 Ny (}) fNo(z o}) [No(0} +z0}) +1] 22(1+2)2 fF,“ (P,2) dD dz, (3.4d)
wobei die oberen und unteren Grenzen nur von dem Verhiltnis der Schallgeschwindigkeiten abhingig
und aus Tab. 1 zu entnehmen sind. Wir interessieren uns nur fiir den Fall A w} < KT, so daB
No(zw) ~KT/(zh w) gesetzt werden darf. Fiir energetisch beschrinkte Prozesse wird dann
KTci(w})*t

2 s b 2n
h( 7 777;2 0((,0’[) [No(w’;) + ].] 'afZ(l +Z)6fFjj'j”(¢, Z) d¢ dZ. (3.46)

Lify ()~

Bei energetisch nicht beschrankten Prozessen kann die obere Grenze b beliebig grol werden, wenn wir

11 Die hier eingefiihrten GroBen bestimmen nach Summation iiber j* und j” die mittlere Lebensdauer eines Zustandes(R, j).
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@{—> 0 riicken lassen 2. Das Integral iiber z spalten wir dann auf folgende Weise auf

oo b* oo
fdz= [dz+ [dz,
a a b*

wobei b*>1 sein soll. Im zweiten Integral ist deshalb z>1, so dal cos ® =c//c/" angenommen werden
kann. Fithren wir in ihm auflerdem die neue Integrationsvariable y =% w/z/(KT) ein, so wird!3

J(;))] () NNo(wf) [No(w,) +1] Li

(c" ci")?
b*
{KT (w,)4fz(1+z) fF”, (D,z) dD dz +

Der Wert des letzten Integrals ist 4! {(4) ({: Riemannsche Zetafunktion),

(KT)*
Rt

(3.41)

{TF, (D, ey aB Tyt & d}
w i (D, clfe 5 dy.
) Ll b‘.hw;/(yKT) (ev—1)2 Y

da angenommen wurde, daf}

hw/<KT ist und deshalb die untere Grenze gleich Null gesetzt werden kann. Energetisch nicht be-
schrinkte Dreiphononenprozesse zeichnen sich also dadurch aus, daB fiir o — 0 gilt:

cl

(cl'cl")?

L (£) =No(0}) [Ny(0)) +1] -

Ohne weitere Umformung 1aft sich der Grenzwert
fiir das Integral L} fiir w/—> 0 erhalten. Dazu
miissen wir nur beachten, daf} in diesem Fall die
Erhaltungssitze fir Quasiimpuls und Energie sich
dadurch von der in Abschnitt 2 zugrunde gelegten
Konfiguration unterscheiden, da8 (j,f) und (j”, ")
miteinander vertauscht sind. Fihren wir diese Ver-
tauschung in Abschnitt 2 durch, so erkennen wir aus
der letzten Spalte von Tab. 1, daBl das Verhaltnis
k’/k und damit auch das Verhiltnis »”/w be-
schrinkt ist. Wegen des Erhaltungssatzes der Ener-
gie bleibt dann auch das Verhiltnis «’/w energetisch
beschrinkt. Das Integral L+ verhilt sich also bei
kleinen Werten von w/ durchweg wie

LY ~ (0})4T. (3.3b)

Da bei der Streuung der Gitterschwingungen die
Energie der Gitterwellen nicht gedandert wird, lat
sich die Frequenzabhingigkeit von L'} sofort an-
geben. Setzt man die Darstellung fir Q_{ in Gl.
(3.5a) ein, integriert iiber k', dann erhilt man

. , 7)4t+p
= No(wd [Ny +1] 20

[ G (1, 1) 4y,

@)
Lz (f) (3.5b)

12 Man beachte, dafl in einem Kristall die Desyvesche Grenz-
frequenz wp nicht tiberschritten werden darf. Da die bei
den vorliegenden Uberlegungen zugrunde gelegte Konti-
nuumstheorie nur fiir den Grenzfall langer Wellen richtig
ist, darf in unserem Fall der wesentliche Beitrag zum Inte-
gral nur vom Gebiet @’ < wp herriihren. Trotzdem kann
w’/w beliebig grofl werden, weil wir w beliebig klein ma-
chen konnen. Natiirlich muBl durchweg K 7 < h wp sein.

(KT)*

2x
Be 4! 5(4‘) of F]']"j”(@a Cj/Cj’) dds. (3.4g)

wenn dQy das Oberflichenelement im f-Raum be-
zeichnet. Der grofite negative Wert, der iiberhaupt
in Frage kommt, ist p= —4 fir die Streuung der
Gitterwellen an den Kristalloberflichen und an Korn-
grenzen. Sieht man hiervon zunichst ab, so ist fir
 — 0 die GréBenordnung der Koeffizienten von %%
in der Borrzmanxschen Transportgleichung durch
die GroBen L (f) von energetisch nicht be-
schrankten Prozessen bestimmt. Dieselbe Grofen-
ordnung zeigen auch die von Versetzungen herriih-
renden Beitrage. Aus der Borrzmannschen Transport-
gleichung (3.2a) bekommen wir dann weiter im
Grenzfall langer Wellen die Funktionen ¥} als von
der Frequenz unabhingig, wenn wir alle jene Glie-
der vernachldssigen, in denen iiber das Argument
von ¥} integriert wird. Man kann sich jedoch leicht
davon tiberzeugen, dal dieses Ergebnis durch die
vernachléssigten Glieder nicht verdndert wird. Durch
die energetisch nicht beschridnkten Drei-Phononen-
Prozesse oder aber auch durch Versetzungen wird
also die Divergenz der Warmeleitfahigkeit bei lan-
gen Wellen vermieden. Noch viel weniger treten di-
vergierende Ergebnisse auf, wenn die Streuung der
Gitterwellen an den Kristalloberflichen eine Rolle
spielt, weil sich dann fir @ — 0 die Funktionen

13 Der Vollstindigkeit halber sei vermerkt, dafl bei den ener-
getisch unbeschrinkten Prozessen I und VIII bei der Inte-
gration iiber @ das Ergebnis (3.4 f) mit dem Faktor 1/2 zu
multiplizieren ist, da die d-Funktion wegen cos ©®=1 an
der Grenze des Integrationsgebiets liegt.
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'q;’é wie w} verhalten. Diese Maoglichkeit, dal3
wi~ (w3)?® oder ~w?%sein kann, ist in der in Ab-
schnitt 4 beniitzten Entwicklung der Verteilungs-
funktionen w} nach steigenden aber nur positiven

Yy 1 g p
Potenzen von w# enthalten.

4. Das Transportproblem bei Normalprozessen

a) Allgemeine Uberlegungen zur Losung der
Bovrrzmannschen Transportgleichung

Die durch Gitterschwingungen verursachten Trans-
portvorgange sind wesentlich komplizierter zu be-
schreiben als diejenigen durch Elektronen. Dies riihrt
daher, dafl zu dem Ausbreitungsvektor f auch noch
der Polarisationsvektor der Gitterschwingung als
weitere charakteristische GroBe hinzutritt und dal}
fiir jeden Polarisationszustand eine Verteilungsfunk-
tion bestimmt werden muf}. In einem isotropen Me-
dium ist jedoch durch die Tatsache, daf} die beiden
transversalen Gitterschwingungen miteinander ener-
getisch entartet sind, eine gewisse Vereinfachung zu
erwarten, weil in diesem Fall das Dreibein der Po-
larisationsvektoren beliebig um die Ausbreitungs-
richtung der Welle gedreht werden kann. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeit fiir einen Dreiphononen-
Prozef} ist dann aufler vom Betrag der Vektoren f
und " nur noch von den von ihnen eingeschlossenen
Winkeln abhingig und es ist dann moglich, die
exakte Winkelabhangigkeit fiir die Verteilungsfunk-
tion anzugeben, so daf} nur noch eine eindimensio-
nale Integralgleichung fiir die Energieabhingigkeit
zu l6sen ist.

Véllig andere Verhaltnisse bekommt man jedoch,
wenn die Isotropie des Raumes durch Gitterfehler
zerstort wird. Haben diese zum Beispiel eine Vor-
zugsrichtung, so sind die beiden transversalen Gitter-
schwingungen nicht mehr gleichberechtigt. Die Ver-
teilungsfunktion fiir die Gitterschwingungen, deren
Polarisationsvektoren in der von der Vorzugsrich-
tung und der Ausbreitungsrichtung aufgespannten
Ebene liegen, wird eine andere sein als die Vertei-
lungsfunktion der dazu senkrecht polarisierten Git-
terschwingung. Diese Unterscheidung der beiden
transversalen Wellen hat bei der Behandlung der
Dreiphononen-Prozesse unmittelbare Folgen. Da Git-
terfehler mit Vorzugsrichtungen in der Natur oft
vorkommen — als Beispiel seien nur gerade, singu-
lare Versetzungen erwihnt —, wollen wir die For-
mulierung, mit der wir den Einflu} der Dreiphono-
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nen-Prozesse auf die Gitterwédrmeleitfahigkeit be-
schreiben, so allgemein fassen, dal wir die durch sie
bedingte Auszeichnung der transversalen Gitterwel-
len von vornherein berticksichtigen konnen. Ohne
Verlust der Allgemeinheit wahlen wir die Vorzugs-
richtung mit der z-Richtung des f-Raums zusammen-
fallend. In Einklang mit der vorher erwahnten Fest-
setzung der Polarisationsvektoren der transversalen
Gitterschwingungen ist dann

ef el =1/k, (4.1a)
. 1 — ko k,
AP =y 7wl bk (, 4.1b
{ t k(kzz-l—k;f) /2 kzg fkf ( )
k
3 T==mf,,1,, o Y
S Y X sl fcte}

b) Das Variationsverfahren zur Losung des
Transportproblems

Durch die soeben getroffene Festsetzung der Po-
larisationsvektoren wird die Ubergangswahrschein-
lichkeit selbst fiir die Drei-Phononen-Prozesse in
einem isotropen Medium auch noch von der Orien-
tierung der beiden Vektoren f und f’ abhingig, so
daBl es nicht mehr méglich ist, die Winkelabhéngig-
keit der Verteilungsfunktion einfach zu ,erraten®.
Wir sind dann gezwungen, die Borrzmannsche Inte-
gralgleichung sowohl fiir die Winkel- als auch fiir
die Energieabhingigkeit zu losen, was nur nihe-
rungsweise moglich ist. Hierfiir hat sich ein Verfah-
ren (vgl. I) bestens bewidhrt, bei dem man die
Borrzmannsche Transportgleichung durch ein ihr
dquivalentes Extremalprinzip ersetzt. Dieses wird
mit dem Rirzschen Verfahren erfiillt, wobei man die
Vektorfunktion ¥} in dem Ansatz

P=— ;xff grad T (4.2)
durch die Vergleichsfunktionen
4 L .
Bi=2 23w (ho) Yuu(d o)  (43)

r m,n r

ersetzt. Der zu einem bestimmten Polarisations-
zweig j gehorende Ausbreitungsvektor f wird also
durch die zwei sphirischen Polarkoordinaten ¢, ¢
sowie durch die Frequenz w} festgelegt. Y, sind
normierte Kugelflichenfunktionen, wobei in dem
vorliegenden Problem nur die Funktionen mit un-
geradem n in Frage kommen. Die Anndherung an
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die exakte Losung X¥{ wird um so besser, je mehr
Glieder in der Reihe mitgenommen werden, wodurch
entweder die Energieabhingigkeit oder die Winkel-
abhingigkeit oder beides verbessert werden kann.
Auf Grund der im vorherigen Abschnitt durchge-
fiihrten Uberlegungen wissen wir, daB die erste
Summe nur iiber positive Potenzen von k w} — be-
ginnend bei r=0 — geht. In einem isotropen Me-
dium mit isotropen Gitterfehlern wird die Winkel-
abhingigkeit der Verteilungsfunktion vollstandig
durch die Kugelflachenfunktionen mit n =1 beschrie-
ben.

Fir die Entwicklungskoeffizienten 8’,’7} liefert das

Extremalprinzip das lineare Gleichungssystem

g 4 7
Y Mwmgm g,
r

iomn, rr ”

(4.4)

i7,
wobei die Groflen M ™™ die ganze Information iiber
rr

—-K TMmm =0ii’ }“ (h wf) e o
r s N

+23 (hot)" (hof)”
JARRE

mit den Abkiirzungen

Yo (0, @) Yo (8, 0) { Q71" + Q{7 + Q4 740}
nm('l9 ‘P) Ynm (0,3¢){Q” Jf —-Q
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den auf die Gitterschwingungen wirkenden Streu-

J
mechanismus enthalten, wihrend die Vektoren %
1
allein von Eigenschaften der Gitterschwingungen in
der harmonischen Naherung abhanglg und in (I)

definiert sind. Die Groflen M"”" geniigen der Sym-
T
metrieeigenschaft

i
Mmm’ — M7]n
nn' T

A n,
rr r

(4.5)

*133\‘

Der Vorteil dieses Formalismus besteht darin, daB,
wenn mehrere voneinander unabhéngige Streumecha-
nismen vorhanden sind, die fiir die elnzelnen Me-

i’
chanismen charakteristischen Groflen M Z”y'f einfach

addiert werden diirfen. In diesem AbSChl’lTltt wollen

wir die Matrixelemente fiir die Drei-Phononen-Pro-
zesse bestimmen, fiir die wir in (I) folgenden Aus-
druck abgeleitet haben:

(4.6a)
b —0_jji:

Q=312

Ve20, wlopoi

(Vy: Kristallvolumen, 0,: Massendichte,

Die GroBlen V{ii-

zn[(zn)shrnfnw oty 1)

O (of +of —wir) NiNot (Nob +1)  (4.6b)

2 th: Prancksche Konstante).

, die in (I) definiert sind, sind ein Maf} fiir die Wechselwirkung der Phononen mit-

einander. Wie wir in Abschnitt 2 gesehen haben, sind jedoch wegen der Erhaltungssitze fiir die Energie
und den Quasiimpuls zunéchst nur Prozesse der Art I, III, V, VI und VIII méglich, wobei jedoch der letz-

tere noch ausscheidet, weil bei ihm die GroBe Vi
Indexpaare von V-

verschwindet. Durch Vertauschen der beiden letzten
kann zudem der Fall VI auf den Fall V zuriickgefithrt werden, so daf} wir fiir die

folgenden Untersuchungen nur die GréBen Vipg: , Viti+ und V{A+ benotigen. Fiir diese finden wir die
Ausdriicke
) Vit = — (A + A3) (k+K) kK, (4.7a)
e L 1 F+F)2 R (R +1F
() Viein = — 5 (4 dy—dy =2 4) LD PR o, (4.70)
, ef -ef
(2n)’/eyf,_(f+t,—1‘2 {(—44,+4) EF) (F+F)2+ (45—24,) [(E-F)2-k2E2]} ’f fET
¢ er ¥ f 4.7
b iy (At 4) E41)2 4 @ Ay (1)) CTDEED el

wenn wir die Erhaltungssitze fiir den Quasiimpuls und die Energie berticksichtigen. 4; bis A4 sind die
elastischen Konstanten zweiter und dritter Ordnung fiir ein isotropes Medium.
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j 7,
¢) Berechnung der GroBen MYy fiir Normalprozesse
rr
Da diese sehr umfangreich ist, konnen wir aus Platzgriinden im einzelnen nicht auf sie eingehen und
miissen uns begniigen, die wesentlichen Schritte anzugeben. Zuniichst sieht man aus der Definitionsglei-

7 ] ’ . . . 7,
chung fir die M ’,Z”,’L‘: > da} Integrationen iiber die Vektoren f, ' und f” und auBerdem noch Summationen

iiber verschiedene Polarisationszustinde auszufiihren sind. Wegen des Erhaltungssatzes fiir den Quasiimpuls
ist die Integration iiber f” sofort zu bewerkstelligen. Es bleibt dann noch ein sechs-dimensionales Integral
iibrig, das u. a. auch die d-Funktion fiir die Energie enthilt. Das Argument dieser 6-Funktion wird beson-
ders einfach, wenn wir den Vektor {’ auf ein Polarkoordinatensystem beziehen mit dem Vektor f als Po-
larachse. Es wird dann nur von dem Betrag der Vektoren f und ' und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel @ abhiingig. Messen wir den Azimutwinkel @ von der e{*-Richtung aus, so wird (s. Abb. 1)

¥/k =cos O ¢f +sin O cos D ef* +sin Osin D ef*. (4.8)

Auch die Polarisationsvektoren ¢4 zerlegen wir in
Richtung der Vektoren e}. Dies geschieht durch

eb =24y (T, 1) ek

(4.9a)

Abb. 1. Die Evrerschen Winkel bei der Koordinaten-
transformation (4.9).

mit A, hH =
cos O sin @ cos @ sin @ sin @
—sin®cos ¥ —sin @ sin ¥ +cos O cos Pcos ¥ cos P sin ¥ +cos OsinPcos ¥ . (4.9b)
sin@sin¥? —sin®cos ¥ —cos @ cosPsin ¥ cos D cos P —cos Osin Dsin ¥

Die Matrix A (f’,f) beschreibt die Drehung um die Evierschen Winkel (@, O, ¥), wodurch die Ortho-
gonalititseigenschaften des Dreibeins ¢} bestimmt erfiillt werden 14, Solange die beiden transversalen Wel-
len nicht besonders ausgezeichnet sind, kann der Winkel ¥ jeden beliebigen Wert annehmen. In unserem
Fall wird er durch die Forderung festgelegt, daB in bezug auf das f-System die z-Komponente von e}* ver-
schwinden muf. Diese Forderung fithrt auf

sin @ cos 9 — cos O sin I cos D

(4.10a)

[1— (cos O cos ¥ +sin O sin ¥ cos D)2]"* .

cos ¥ =

sin ¥ sin @

sin ¥ =

Natiirlich miissen auch in den Kugelflichenfunktio-
nen Y,,(%,¢") die neuen Koordinaten eingefiihrt
werden. Wenn wir uns auf n=1 beschranken, be-
reitet dies keine grofle Schwierigkeit, weil sich die
Kugelflachenfunktionen durch Linearkombinationen
des Vektors f ausdriicken lassen, fiir die die Trans-
formationsbeziehung (4.8) gilt. Eine einfache Zwi-
schenrechnung ergibt, daB sich Yy, (9, ¢") in der
Form

Yin(#,0) = |/ 5o Im(0,8,8) éme (4.11a)

[1 = (cos O cos &+ sin O sin ¥ cos D)2]"*

(4.10b)

darstellen 1a83t, wobei 11,™ durch

I1,9=V/3 [cos O cos & +sin O sin 9 cos D], (4.11b)

I = —II,7'* = Y/#[cos O sin ¥ — sin O cos P cos D
—isin O sin D] (4.11c)

definiert ist. Weiter benétigen wir Yy, (9", ¢”), das

sich wegen der é-Funktion durch

Ylm(ﬁ,l’ (pli)
b B, 0) i Vi) (412)
—If'l'f,l im , P |f+f,| im 2 4

ausdriicken 1aBt.

14 G. Lemsrriep, Handbuch der Physik (S. Fliigge), VII/1, S.171, Springer-Verlag, Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955.
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Fiihrt man die hier angegebenen Transformatio-
nen aus, so ergeben sich die Grofen Q74" y- von
den Winkeln @, @, ¢ und von k und k" abhingig,
wihrend die @-Abhingigkeit nur von den Funktio-
nen Y,,, (%, ¢) und Y, (¥%,¢") herriihrt. Wegen
der Beziehung (4.11a) kann die ¢-Integration so-
fort ausgefiihrt werden und ergibt nur dann einen
nichtverschwindenden Beitrag, wenn m= —m’ ist.
Diese Eigenschaft rithrt von der Rotationssymmetrie
des Problems in bezug auf die z-Achse her.

Als nachstes wird die vom Erhaltungssatz der
Energie herrithrende 0-Funktion durch Integration
iiber den Winkel @ eliminiert, was mit den in Tab. 1
angegebenen Ausdriicken fiir cos © leicht durchge-
filhrt werden kann. Auch die iiber die beiden Win-
kel @ (Variabilititsbereich 0 < @ < 2x) und ¥
(Variabilititsbereich 0 < ¢ < 1) zu erstreckenden
Integrale lassen sich geschlossen auswerten. Es blei-
ben dann nur noch die Integrale iiber £ und u=k"/k
tibrig, die folgende Gestalt haben

o b (1+u) r+r'+7
L= f f

z2=0 a

dzdu

(4.13a)
wenn wir die neue Verinderliche z= [k c//(KT)] k

einfithren. Die oberen und unteren Grenzen e und b
rithren daher, daf der Erhaltungssatz der Energie
nur in diesem Bereich Werte fiir cos @ liefert, fiir

(ez(1+u) 1)(ez 1)(62“ 1)

mit r,r’=0,1,2,...,

H.BROSS, P. GRUNER UND P.KIRSCHMANN

die |cos ©®| <1 ist. Fiir die verschiedenen Arten
von Drei-Phononen-Prozessen sind die Werte fiir a
und b aus Tab. 1 zu entnehmen. In bekannter Weise
wird der Nenner des Integranden (4.13a) in eine
Reihe nach Potenzen der Exponentialfunktionen ent-
wickelt. Da der Zahler bei z=0 genligend stark ver-
schwindet, ist diese Reihenentwicklung auch fiir
u=0 giltig. Nach Durchfilhrung der z-Integration
bleibt das Integral

=(r+r+7) 'fSN, +s(u) du  (4.13b)

r+r
mit Sr+r'+8(u) =

fo <] oo 1

%3S

159 ,50,%0 [A+p+1) + (A+v+1) u] Hr+8

tibrig, das nur numerisch ausgewertet werden kann.

d) Zusammenstellung der GroBen M'E}’:’L’;

Der Einfachheit halber wollen wir uns nur auf
den Fall n=n"=1 beschrinken, der bei vollstindi-
ger Isotropie des Problems allein mafigebend ist,
und der bei anisotroper Streuung eine sehr gute
Néherung darstellen wird. Zur ibersichtlichen Dar-
stellung der GroBlen M fithren wir zunachst einige
Abkiirzungen ein.

a=2/3/(1—ﬂ (4.14a) fw)=u—% (1-4%) (1+u)? (4.14b)
Fi(u)=— 12A {(A5—24y) u—[§ (1- ) (4d5—2 45) + (A +4) 1 (1 + )%}, (4.14c)
_ (1+uw)?
Fy(u) = 12 4, {4 A +24;—A,—A5) P+ (45—245) ] u
—3(1=-B)[(4 41 +24,— A, —45) B2+ } (45—24,) 1+ 53] (1 +u)?}, (4.14d)
Fy(u) = [*(1+u) —u?(1+a) ][0 (1 +u) —2u* (L +a) ]2 (1 + $u)? (4.14e)
Fy(u) = FPur+ § [(F u)?— (Fo+[F1)?] (w2~ ), (4.141)
, ) 1w
]l(r’r)_‘fsr-a-r +8 (1+ ) F3 {(1+u)r+r +1_[(1+u)r + (1+u)r] {1_2a:—211:_u‘]}du’ (4158)
i 1+a 14u)rtr
]2(7',1'):2 .{ Srire8F,y 7(”(:[':’_;)? u, (4.15b)
.13(7',7')— fsr+r +8F3 (1;_+2)2{ (1+u)r_u[1+(1+ )r—l] 2(12)7}(1 ’ (4150)
, 1+a (1+u) ’ r—1
Ju(r, )= [ SririsFy {uQ+uw) =3 1= u(l+u) QA+u""?)} du, (4.15d)
1

3(1+ )2
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JS(ra )— fSr+r +8F3 (l+ )2 u‘a (4156)
, 1+a 1+ r+r’ , 1+4 e
]Wﬂ:{,mﬂ4mi?® (MW!WM:J&WJw%KVML(M@
p 1+a T r’ 2
Jg(r, 1) = 1f Srir'+8 ;t;h:u'u)j {ln (u uf) [(Fo+ (u+f) F2f
+2F}u0}+fFQ(u—ﬂ]6u2-+3U§+(u+f)Fﬂ2ﬁ4qnu2m(si§) (4.15h)
U (Fat (et f) F)2=2 Fy(Fat fFy) w(dut )] (a2 F) }du,
, 1+q ur+ur' 2u
]9(7’,7‘)= lf Sr+r'+8 u3(1+u)2’{1 (u f)[(F2+(u+f) Fl) f
+F (Fo+fF) (u—f)2] 6u+ 3 [Fo+ (u+f) F112 (f+u)2uln (i;) (4.151)
_[f(Fs+ (utf) F)®+2 Fyu(Fa+f Fy) (2u—f)](u2—f2)}du,
o oo ez+y(x+y)2x2 . i » , "
=JJ (E_1) (1) (e — {u+y)—f—y}ﬂx+m —2" —y"} dzdy, (4.16a)
G 0—205,272 . (4.16b)

Mit Ausnahme von (4.15¢) und (4.15d) sind alle Integrale dieser Aufstellung gegeniiber einer Vertau-

j
schung von r mit r’ invariant. Wenn wir noch den allen GroBen M7

gemelnsamen Faktor

B y=— A8 . (KT)rtr" T (r 41" 4+7) ! (4.17)
el (27)4 h7@0(cT)8
als Abkiirzung einfithren, lassen sich die M auf folgende Weise darstellen:
Mm =(=1)"B { 8,0 o GrT 12 (’471",‘,,43)2
r ,]- T+T 7. 007, 04 71 A2 (418&)
24,—% A,— A4y \? , ,
+ g P-p - (AR LAY 0 g,
2
L T 24— 34,— A4 2 ’ 1 ’
M‘T‘_T{L = (_l)mBr+r'{7]:"‘ﬂ5(l—ﬂ2) (1—ﬂ)6< 2 % 2 4) ) .’3(7',") = *]4(7',7' )}, (4.181))
r or 27-9 4, B
T:T2
M0 - 1 =—34B,.» Is(r,7), (4.18¢) M-1=—1%B,,,Jy(r,r), (4.18d)
Ty Ta Ty Ts 24, —%A4,— A 2 ’
R R G N R e e e PA Y
r r r o r 2
(4.18e)

e) Symmetrieeigenschaften der GroBen M

S I3
B

Auller der schon angegebenen Symmetrieeigen-
schaft in bezug auf die beiden Indexspalten besitzen

die Groflen M',’l”,’: , welche fiir die Drei-Phononen-
ror

+hhn3+hhn3}

Prozesse in einem isotropen Medium charakteristisch
sind, noch weitere Symmetrieeigenschaften, die wir
kurz zusammenstellen wollen. Zunichst folgt aus der
Rotatlonssymmetrle in bezug auf die z-Achse, daf}
die M ™ ”””

1'7'

ihre Werte bei einem Ersatz von m durch
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—m nicht dndern. Zusammen mit (4.5) fihrt dies
auf

Mn=m — I

SIS
L

—mn (4.19a)
:

Weitere Symmetrieeigenschaften konnen wir gewin-
nen, wenn wir die gestorte Verteilungsfunktion be-
trachten, die sich unter dem EinfluB von Drei-
Phononen-Prozessen und der Streuung an statistisch
verteilten Gitterfehlern ohne Vorzugsrichtung — z.B.
punktférmigen Gitterfehlern — einstellen wird. In
diesem Falle ist keine der beiden transversalen Git-
terwellen vor der anderen ausgezeichnet, so dal}
31 =3% sein muB. Aus dem Gleichungssystem (4.4)

entnehmen wir, daf} eine solche Bez1ehung nur dann
gelten kann, wenn die Groflen M'"’" sowohl fir

Drei-Phononen-Prozesse als auch fur d1e Gitterfehler
den Beziehungen

T1 L' T2 L'
M = Mo (4.19b)
re ry
T1T1 T1 T2 T2 T1 T2 Tz
und  MmmopMmm Mmoo Ymw(4.19¢)
1- r rr rr rr
gehorchen. Mit den neuen Gr6Ben
Mmm — 1 ( mm’ +M§fn7%> (420&)
r r r r
O D L T
M;'LL:Z' '—4(MZLZ€’ +Mn n +Mnn,’ +Mnn,’>’
rr rr ror rr rr
(4.20Db)
T T T2
m_23m —23" (4.20c)
r r r
T T T2
und 9?;;’ = 9?’;'[ = 572,:7 (4.20d)

1dBt sich im Fall vollstindiger Isotropie das Glei-
(3
chungssystem fiir die Entwicklungskoeffizienten 37
r

in der Form

L L L L T T L
SMyw Bt ZMpR By =Ny, (421a)
7 r r r r r 7’ r
L L i T T
ZMm ZL 8»72_}_ ZM%—;)} 8—7;: =§R7,'L' (4.21b)
roor oo r r

schreiben. Man kann sich leicht iiberzeugen, dafl be1
der Berechnung der hier eingefithrten Groflen M ””"

7' T
nach Gl. (4.6a) die Koeffizienten 2{#”'y- in einer
solchen Linearkombination auftreten, daf} sie nur

vom Betrag der Vektoren f und " und dem von
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ihnen eingeschlossenen Winkel © abhingen. Es lie-
gen dann vollig analoge Verhéltnisse wie bei der
Streuung der Elektronen an einem 1sotropen Streu-

zentrum vor, so daB} die Groflen M’"m nur fir

m’= —m und fiir n=n" von Null verschieden sind.

Diese Eigenschaft wurde bei der Aufstellung des vor-

hergehenden Gleichungssystems beniitzt. Die hier
i° T

eingefiihrten Groflen M ’,Z‘“’,;' (mit j=L,T) tragen
ror

der Isotropie des Raumes Rechnung, d. h. die 2-, y-
und z-Richtungen sind vollig gleichberechtigt. Dies
hat weiter zur Folge, dall

it~ w

fir j=L, T ist?. (4.22)

Die blsher angefuhrten Symmetrieeigenschaften
sind eine Folge der Isotropie des Raumes und sind
deshalb auch fiir isotrope statische Gitterfehler giil-
tig. Wir wollen noch eine Eigenschaft angeben, die
speziell fiir Drei-Phononen-Prozesse charakteristisch,
und die durch die Erhaltungssitze des Quasiimpulses
und der Energie bedingt ist. Mit Hilfe der Bezie-
hungen (4.15) ka{m man zeigen, daf} die Groflen
Mm m und Mm :iz

r 1 r 1
sind, sondern dal} zwischen ihnen der Zusammen-

hang

nicht unabhéngig voneinander

Jl—l;n ,],', ziz._’l);z (] = L’ T)

MR g MY (=0 oder 1)
besteht. Hierdurch wird die Koeffizientendetermi-
nante des Gleichungssystems (4.21) identisch Null.
Da die Zihlerdeterminante fiir die Koeffizienten 31
und 37 nicht verschwindet, wird die Warmeleitfahig-
keit unendlich grof. Die eingangs erwiahnte Tat-
sache, wonach Drei-Phononen-Prozesse zu keinem
thermischen Widerstand fiithren, wird also von un-
serem Formalismus richtig wiedergegeben.

(4.23)

5. Das Zusammenwirken von Drei-Phononen-
Prozessen und der Streuung von Gitterwellen an
geraden Versetzungslinien

Wie wir im vorherigen Abschnitt explizit gesehen
haben, konnen Drei-Phononen-Prozesse nur zusam-
men mit der Streuung der Gitterschwingungen an

15 Die aus Gl. (4.18 c—d) zu entnehmende Eigenschaft

T1 T2 T: T2
Mm m Mm m
r’ r r

konnte noch nicht allgemem bewiesen werden.
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statischen Gitterfehlern die Warmeleitfahigkeit be-
einflussen. Der einfachste Fall, der hierfiir in Frage
kommt und iiber den an anderer Stelle berichtet
werden soll 1%, ist das Zusammenwirken mit punkt-
formigen Gitterfehlern, bei dem durch die im Ab-
schnitt 4 diskutierte Isotropie des Problems eine
weitgehende Vereinfachung méglich ist. In der vor-
liegenden Mitteilung wollen wir als Beispiel fir
einen orientierten Gitterfehler die Streuung von
Gitterschwingungen aneinander und an geradlinigen
Stufenversetzungen behandeln. Der durch Stufenver-
setzungen allein hervorgerufene Gitterwarmewider-
stand wurde schon frither untersucht 17 und wir wol-
len uns der Kiirze halber an diese Uberlegungen an-
schlieBen. Im Einklang mit (III) nehmen wir eine
gerade Stufenversetzung in der z-Richtung mit
Burcers-Vektor b in z-Richtung an. Da bei der
Streuung von Gitterwellen an statischen Gitterfeh-
lern die Phononenenergie erhalten bleibt, wurde
dort das Variationsverfahren in bezug auf eine Fla-
che w/ = w!" = w durchgefiihrt. Es war dann nur not-
wendig, die Winkelabhéngigkeit der gestorten Ver-
teilungsfunktion durch Vergleichsfunktionen zu ap-
proximieren, wodurch ein von der Frequenz abhén-
giges Gleichungssystem fiir die Entwicklungskoeffi-
zienten der Vergleichsfunktionen entsteht. Fiir die
Koeffizienten dieses Gleichungssystems ergab sich

T () —a(w, T) t””" (5.1a)

mit a(w,T)
3 b*L

512(2 7)3 K T (c)7 0y
L: Kantenldnge des Kristalls.

(5.1b)
3 No(0) [Ny(w) +1] &?,

Die Grofen t,'i"i" sind vom Verzerrungsfeld der Stu-
fenversetzung und von den elastischen Konstanten
A, bis A; abhingig. Als einzige Symmetrieeigen-
schaft ist bei einer geraden Stufenversetzung die Be-
ziehung

7 3¢ g J 9 *
Tmm =T N0, —. I'nin (5.2)
mit der zusétzlichen Forderung, da m+m’ gerade

sein muf, aufzufuhren Aus den Groflen Tmm las-

sen sich die M ’,',”,’[I durch einfache Integration iiber

7 g

17 H. Bross, A. Seecer u. R. Haserkory, Phys, Status Solidi 3,
1126 [1963], im folgenden als III zitiert.
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die Frequenz gemaf

24t o=~ vaid 3,
Myg=J ho)* Tow (@) do  (5.32)

gewinnen, wodurch in dem uns interessierenden Fall
der Ausdruck
j 7 3 b*L
M mm’ —
Vrm o 512(271)3 ()70

(r4+r +3)1(r+1 +3) t';r:g':,

2h4 (K T)r+r +3
(5.3b)

entsteht ({: Riemannsche Zeta-Funktion).

Um die Gitterwarmeleitfahigkeit zu bestimmen,
die sich unter dem Einfluf} der Streuung der Gitter-
schwingungen aneinander und an den Versetzungen
einstellen wird, miissen wir die entsprechenden Ma-
trixelemente nach Gl. (4.18) und (5.3b), die wir
durch die Indizes N und V unterscheiden wollen,
addieren. Hierbei ist vor allem die unterschiedliche
Temperaturabhingigkeit der jeweiligen Summanden
bemerkenswert, die zur Folge hat, dal bei tiefen
Temperaturen die Versetzungen die Grofe des ther-
mischen Widerstandes bestimmen, wihrend bei ho-
hen Temperaturen auch die Drei-Phononen-Prozesse
eine Rolle spielen. Beschranken wir uns der Einfach-
heit halber auf n=1 und zerlegen auBlerdem das
Gleichungssystem (4.4) fiir m= £ 1 in Real- und
Imaginarteile, so werden wir auf

2 p
i (33 F3) i .
s SN [NERS B R4 T
e\ oo ror V2 tly
S5.4a
30 b e (5:42)
> me 3 =i, NV} (5.4b)
ir rr r

— r+3
(5.4¢)

gefiihrt, wenn wir mit i,, i, und i, die Einheits-
vektoren eines kartesischen Koordinatensystems be-
zeichnen. In (5.4a) ist das obere Vorzeichen auf der
rechten Seite mit dem Vektor i,, das untere hinge-
gen mit dem Vektor i, verkniipft. Die von Null ver-
schiedenen Elemente des Tensors der thermischen
Leitfahigkeit berechnen sich aus

1 s gt adin
TVo gt Vz( 1]' }') T

16 P. Gruner, Phys. Status Solidi, im Druck.

(5.5a)

P ==,
AII .



1 1 Ao
. = T e =1 1], 7 !

“w= gy 3 Vo7 (830 +81)-iu M, (55b)
Hop= .- (5.5¢)

Bei der Auflésung des Gleichungssystems sind noch
zwei Dinge erwahnenswert. Wegen der Erhaltung
der z-Komponente des Ausbreitungsvektors der Git-
terschwingungen bei der Streuung an den Versetzun-

gen geniigen die My” 7'”" der Beziehung
r T
j T1 j T2

p M +M{)?+M{> —0, (5.6)
r r r

O
Y |

wodurch die Determinante des Gleichungssystems
(5.4b) verschwindet, weil ja fiir die Drei-Phononen-
Prozesse dieselbe Beziehung gilt. Daraus folgt wei-
ter, daf} in z-Richtung auch durch das Zusammen-
wirken der beiden Streumechanismen kein von Null
verschiedener Widerstand entsteht. Wie w1r schon

j 7,
erwihnt haben, enthalten die Groflen My™7 die
T 1'

. Bei

_hohen Temperaturen kénnen deshalb die

Temperatur in hoherer Potenz als die My 7™ min;

sehr

7
MN””", wesentlich grofler als die My ',{”,’f werden.
rr r’

Letztere dirfen jedoch keinesfalls vernachléissigt
werden, weil sie ,katalytisch“ fiir die Einstellung
des thermischen Gleichgewichts wirksam sind. Als
asymptotische Darstellung fiir den Fall hoher Tem-
peraturen finden wir fiir die Entwicklungskoeffizien-
ten die Beziehung

vz ( B 18%)

i)

it

— i .

wobei IM\IHZ' die zum Element My]— % gehorende
T 1’

Unterdeterminante der Matrix MN”“” bezeichnet.

Setzt man diesen Ausdruck in die Gln. (5.5a und b)
fir die Warmeleitfahigkeit ein und beachtet die
Temperaturabhingigkeit der verschiedenen Grofen,
so ergeben sich die Komponenten #,, und x,, pro-
portional zu T2. Wir finden also dieselbe Tempera-
turabhéngigkeit — jedoch mit einem anderen Pro-
portionalitatsfaktor — wie im Gebiet tiefer Tempe-
raturen, wo der Einflul} der Drei-Phononen-Prozesse

H.BROSS, P. GRUNER UND P. KIRSCHMANN

vollig vernachlédssigt werden kann. Die zwischen die-
sen beiden Grenzfillen interpolierende Temperatur-
abhingigkeit der Warmeleitfahigkeit kann nur durch
numerische Rechnung ermittelt werden.

Die numerische Rechnung wurde nur fiir den Fall
von Kupfer durchgefiihrt, wobei dieselben Zahlen-
werte fiir die elastischen Konstanten A;, fiir die
Dichte g, und fiir den Burcers-Vektor b wie in den
vorangehenden Mitteilungen zugrunde gelegt wur-

74
den. Wenn wir die Groflen MV’,'“", und My 7" in

der Form T e
'rymzz" - VO Nvb r+r'+3
MA3F = o ey KD 59
(r+r+3)1 Lr+1r"+3) mV
und
j vV K]‘r+r+7 i
My o (KT) my (5.9)

LT @m0 ghT(ch)E "N 1L
(Ny: Versetzungsdichte)

darstellen, dann sind die dimensionslosen Groflen

5 Gy 7’
j = . s
m\‘?iliib und m\Im'" nur vom Verhiltnis der elasti-

schen Konstanten Ai/Ag (=3, 4, 5) und vom Ver-
hiltnis f der Schallgeschwindigkeiten abhéngig. Die
fiir Kupfer erhaltenen Zahlenwerte sind in Tab. 2
und 3 angegeben.

In dem vorliegenden Problem ist der thermische
Widerstand nur in den beiden Grenzfillen hoher
und tiefer Temperaturen der Versetzungsdichte pro-
portional, im Zwischengebiet hingegen eine kompli-
zierte Funktion von Ny. Durch Einfiihren einer
reduzierten Temperatur

T = K T/(0y h3(cT)® b2 Ny)™ (5.10)
und einer reduzierten Warmeleitfahigkeit
~ %
T JC LN N

ist es aber moglich, eine fiir den kombinierten Streu-
mechanismus charakteristische Funktion #(7T’) anzu-
geben, die in Abb. 2 dargestellt ist. Die Kurven (1)
bzw. (2) beziehen sich dabei auf die Komponenten
%z bzw. #,, . Die durch (3) gekennzeichnete Kurve
stellt den Mittelwert des Leitfahigkeitstensors » fiir
statistische Verteilung der Versetzungen dar, der aus

(5.12)

berechnet wurde. Abb. 2 zeigt, dafl bis zu einer re-
duzierten Temperatur 7'=0,2 — das entspricht bei

= ) [ +opy ]
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¥ 00 10 | 11
e ’
0 0
my 1 1-10-6 — 3,5340 — 2,4436 - 101 — 2,4436 - 101 — 2,1380- 102
r 7
T T ? ) I
0 0 ‘
my 1 1-10-6 — 0,7154 — 2,4270 — 2,4270 —1,2583 - 101
ror
L T o
0 0 ‘
mxy 1 1-10-6 1,2951 5,9282 ; 1,0004 - 101 5,1867 - 101
r o1 i
T, T, o l \
00 | |
my 1 1-10-6 9,2655 - 10-1 3,5676 ‘ 3,5676 1,5089 - 101
r } ‘
S -
T1 T2 { ‘ \
1—1 \ ‘
my 1 1-10-6 1 —1,1934 - 101 —4,5936 - 101 — 4,5936 - 101 — 1,9342
r {
Tab. 2. KenngroBen {iir die Drei-Phononen-Wechselwirkung in Kupfer.
o i 7 i ¥ %
J 7 my 1 1 ‘ my 1 —1 I
11 11 5t
L L | 5,2243 - 101 8,5682 - 102 2r
T, T; | 1,7149 - 103 1,4376 - 104 "
Ty Ts 5,2785 - 102 1,2104 - 104 !
L T i 1,2325 - 102 1,7095 - 102 sk
L Te —8,7141 —3,0729 - 102
Ty To ‘ 3,2488 - 103 —4,4071 - 103 oL
Tab. 3. Kenngroflen fiir die Streuung von Gitterwellen an 107
Stufenversetzungen in Kupfer. 5
einer Versetzungsdichte von 10!! Linien pro cm?
einer Temperatur von T =25 °K — die Normalpro- g
zesse vollig vernachldssigt werden konnen. Unter- 0%
halb dieser Temperatur ist im Einklang mit (III) sr
% =3,54 T2 2t
= -3
Im Grenzfall hoher Temperaturen, der durch die ’07_ 7 /
gestrichelte Kurve angedeutet ist, ist nach dem <

oben Gesagten die Warmeleitfzhigkeit wieder pro-
portional zu 72, wobei jedoch

%=2,13 T2

ist. Im Zwischengebiet kann kein Potenzgesetz fiir
die Temperaturabhéngigkeit angegeben werden.

Die Verfasser mochten Herrn Prof. Dr. A. Seecer
fiir die Anregung zu der vorliegenden Untersuchung
und fiir viele Diskussionen herzlich danken.

2 5 108 2 5 1° 2 S5—F
Abb. 2. Temperaturabhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit von
Kupfer infolge des Zusammenspiels der Streuung von Gitter-
wellen aneinander und an Stufenversetzungen (in reduzierten
Einheiten). Kurve 1: die Warmeleitfahigkeit in Richtung des
Burcers-Vektors, Kurve 2: die Warmeleitfahigkeit in der
Gleitebene senkrecht zum Burcers-Vektor, Kurve 3: gemit-
telte Warmeleitfahigkeit (gestrichelte Kurve ist Asymptote
fiir hohe Temperaturen).



